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Lecturas complementarias para este capitulo: no se requieren.

1. Sea S un sistema axiomatico caracterizado por los siguientes dos axiomas:

f)

2

A;. Dados el conjunto C'y la operacion binaria * entre los elementos de C, se cumple que
a * b es también un miembro de C. (Vay b,sia, b € Cent.a * b € C)

A,. Existe un elemento e de C, tal que dado cualquier elemento a de C, se cumple que
a*e=e*a=a.(de/Va,sia,ec Cent.a*e=e¢*a=a)

(Por qué S es un sistema axiomatico formal?

(Qué se requiere para proporcionar una interpretacion de S?
(Qué se requiere para proporcionar un modelo de S?

Dadas las siguientes reglas de designacion:

R;. ‘C’ designa al siguiente subconjunto M del conjunto de los numeros naturales con el
cero, M = {0, 2, 4}.
R,. “*’ designa a la operacion de suma (+) entre dos numeros.

(Es esta interpretacion un modelo de S? Si no es el caso, modifique convenientemente las
reglas de designacion dadas a fin de obtener una nueva interpretacion que sea un modelo de
S.

Proponga un modelo de S que interprete a “*
numeros.

(Por qué se puede afirmar que S es un sistema axiomatico consistente? Tenga en cuenta la
nocion de modelo para responder a esta pregunta.

Explique por qué la interpretacion de S proporcionada en e) puede utilizarse para probar la
independencia del axioma A;.

b

como el producto aritmético (x) entre dos

Este ejercicio fue preparado por Carlos Oller (Facultad de Filosofia y Letras, 1992) para el
cuadernillo de ejercicios complementarios de la materia Introduccion al Pensamiento Cientifico,
Programa UBA XXI. El ejercicio es el Nro. 30 y se encuentra en la pagina 11 del cuadernillo.

Sea S un sistema axiomatico formal, y sean V' y L dos clases no vacias cualesquiera

caracterizadas por los siguientes cinco axiomas de S:

A;. Cada par de miembros de V" esta contenido en un solo miembro de L.

A,. Ninglin miembro de V est4 contenido en mas de dos miembros de L.

As. Los miembros de V' no estan todos contenidos en un unico miembro de L.
As. Cada par de miembros de L tiene en comin un unico miembro de V.

As. Ningin miembro de L contiene mas de dos miembros de V.
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L L,

Vi Ls V3

Considere la interpretacion de S representada en la figura de mas abajo: sea V' la clase de los
puntos que forman los vértices de un triangulo V' = {V1, V2, V3}, y sea L la clase de las lineas
que forman los lados de ese tridngulo L = {L;, L,, L3}. La expresion ‘un miembro de V esta
contenido en un miembro de L’ significa que un punto que es un vértice del tridngulo esta sobre
una linea que es un lado. Es la relacion que tienen, por ejemplo, V' y Ls.

a) Rescriba los cinco axiomas de S interpretados de esta manera.
b) (Es esta interpretacion un modelo de S?

Adaptacion de un ejemplo mencionado en Ernest Nagel y James R. Newman, Godel’s Proof,
New York, New York University Press, 1986, pp. 16-17.

Sea S un sistema axiomatico caracterizado por los siguientes cinco axiomas:

A,. Hay perros.

A,. Una pulga es un insecto.

Aj;. Todos los perros tienen pulgas.
As4. Algunos perros tienen duefio.
As. Un buen duefo no tiene insectos.

Pruebe en S los siguientes teoremas indicando en cada caso cémo hizo la derivacion. Para
mayor informacion sobre el modo de construir una prueba deductiva véase el primer modulo de
Introduccion al Pensamiento Cientifico, Programa UBA XXI, 1994, pp. 50-55.

T,. Las pulgas existen.
T,. Algunas mascotas tienen pulgas.
T;. Los buenos duefios no tienen perros.

Sea MIU un sistema axiomdatico formal definido de la manera siguiente. El alfabeto de MIU
tiene tres letras mayusculas, la ‘M’, la ‘I’ y la ‘U’, y ningtn otro simbolo. Es decir, A = {M, I,
U}. Algunos ejemplos posibles de palabras en MIU son: MU, UIM, MUUMUU,
UIIUMIUUIMUITUMIU (de aqui en mas cuando el contexto sea claro evitaremos el uso de
comillas al citar palabras de MIU). Téngase en cuenta que MI es una palabra diferente de IM.
Ademas del alfabeto disponemos de un unico axioma, A;. MI, y de cuatro reglas de
transformacion (no las llamaremos reglas de inferencia porque no tiene caso decir aqui que
estas reglas conservan o transmiten la verdad),

R;. Si tienes una palabra cuya tltima letra es [, puedes afiadir una U al final de la palabra. Es
decir, si xI es un teorema, entonces xIU también lo es.

R». Si tienes la palabra Mx, entonces también tienes Mxx, siendo x la palabra que resulta de
omitir la M inicial en la palabra de partida. Es decir, si Mx es un teorema, entonces Mxx
también lo es.

Rs. Silll ocurre dentro de una palabra, entonces puedes obtener una nueva palabra que
contenga U en lugar de II1. En otras palabras, III puede reemplazarse por U en cualquier
teorema.

R4. Puedes eliminar cualquier aparicion de UU dentro de una palabra. En otras palabras, UU
puede eliminarse de cualquier teorema.
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Por ejemplo, si aplicamos la primera regla, de MI obtienes MIU, de MUUI obtienes MUUIU.
La segunda regla, de MIU obtienes MIUIU, de MUM obtienes MUMUM, de MU obtienes
MUU, vy asi. La tercera regla, de UMIIIMU obtienes UMUMU, de MIIII obtienes tanto MIU
como MUI, de MIIMII no puedes ir a ningun lado, pues las tres III deben ser consecutivas, de
MIII obtienes MU. Esta regla no es reversible, esto es, de MU no puedes pasar a MIII. Ejemplos
de la cuarta regla son: de UUU obtienes U, de MUUUII obtienes MUII, de MIIUU obtienes
MII, y asi.

El desafio consiste en probar o bien que la palabra MU es un teorema en el sistema MIU, o bien
que no lo es. Si MU es un teorema de MIU, entonces puede ser generado a partir de su unico
axioma y las cuatro reglas de transformacion ya referidas, y en tal caso habrd que mostrar su
derivacion. Si MU no es un teorema de MIU, entonces habrd que probar que bajo ninguna
circunstancia puede ser generado por el axioma y las cuatro reglas de MIU. Esta prueba no es
una derivacion en MIU, sino que tendra la forma de una demostracion en el metalenguaje (esto
es, un lenguaje de orden superior al lenguaje en el que se encuentran las palabras de MIU). De
modo que si buscas una derivacion con férmulas de MIU a la manera del ejercicio 4, no la
encontrards. Un buen principio seria ordenar sistematicamente todas las infinitas palabras de
MIU, tal vez en familias, de manera que aunque hay infinitas palabras en MIU, podria haber, en
principio, una cantidad limitada de familias o tipos diferentes de palabras. Esto puede hacerse
aplicando exhaustivamente y en orden todas las reglas de MIU a cada uno de los teoremas que
se van generando. El resultado seria un arbol gigantesco con un elemento supremo ocupado por
la palabra MI, el inico axioma de MIU. Para cada nivel sabriamos qué reglas fueron aplicadas y
cuales fueron los teoremas obtenidos. MI tendria el nivel 0, MIU el nivel 1, y asi sucesivamente.
De modo que el nivel del arbol indicaria ademas el nimero de lineas que hay en la derivacion de
todos los teoremas de ese nivel. Este procedimiento es lo que se llama un procedimiento de
decision para el sistema dado, pues permite (o permitiria en principio) decidir si algo es 0 no un
teorema en el sistema. Por ejemplo, para saber si la palabra MU es un teorema en MIU bastaria
con encontrar esta palabra en el arbol de formulas de MIU, si la palabra no estd en el arbol
entonces no es un teorema de MIU. Pero la dificultad reside en el hecho de que el arbol jamas
termina, de modo que nunca podriamos estar completamente seguros de que una palabra no es
un teorema de MIU sélo porque no figura aun en el diagrama, ya que podria figurar luego, unos
cuantos niveles mas abajo. Para tener un buen procedimiento de decision, uno util al menos,
habria que hallar un zest mecanico que para cualquier secuencia de simbolos de MIU probara su
teorematicidad, esto es, que la secuencia dada tiene la propiedad de ser un teorema de MIU. Ten
en cuenta que este ejercicio es considerablemente mas dificil que los que se proponen mas
arriba.

El “acertijo MU” ha sido tomado de Douglas R. Hofstadter (1979) Godel, Escher, Bach: an
Eternal Golden Braid, New York, Basic Books, 1999, cap. 1: pp. 33-41, cap. 9: pp. 260-261.
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Cl ave de correcci6n

l.a S es un sistema axionético formal porque los térmnos primtivos ‘C y ‘* no tienen
significado y, por lo tanto, los axiomas y |os teoremas no son verdaderos ni falsos. 1.b
Dar una interpretaci 6n de S consiste en asignar significado a los térmnos primtivos por
nmedi o de reglas de designaci 6n. Esta reglas hacen corresponder a cada térmno primtivo
una y sO6lo una designacion en un dominio de objetos, tal que |los nonbres de objetos
desi gnan objetos en el domnio, |as propiedades clases de objetos, las relaciones entre
dos cosas clases de pares ordenados de objetos, y asi sucesivanente. 1.c Un nodelo de S
es una interpretacion de S que hace verdaderos a A; y A;, que son todos | os axiomas de S
1.d No es un nodelo, pues no todos los axionas de S son verdaderos bajo esta
interpretacion. Cuando a = 2y b = 4 el axioma A; es falso en tanto que 2 + 4 no es un
el emento del conjunto M Si ‘C designara al conjunto de |los nuneros naturales con el
cero y todo lo demas pernaneciera igual la nueva interpretaciodn seria un nodelo de S,
pues la suma es una operaci 6n cerrada sobre | os nuneros naturales, y esto es justanente
lo que afirma A;. 1.e R. ‘C designa al conjunto de |los naneros naturales sin el cero, y
R,. ‘*’ designa a la operacion binaria de multiplicacion. EH nunero 1 es el elemento e de
A,. 1.f Porque S tiene por o nmenos un nodelo y si un sisterma tiene nodel o entonces es
consistente. 1.g El caso 2-4 bajo la interpretaci 6n dada en d) hace verdadero A, y falso
A;, que son | os Unicos dos axiomas de S. Pero entonces A; tiene que ser independiente de
A,, pues si pudiera derivarse A; a partir de A, todo nodel o de A, seria tanbi én un nodel o
de A;. Sin enbargo no es éste el caso, de nbdo que A; es independiente.

2.a A Cada linea tiene dos vértices. A, Ningun vértice esta en nmas de dos |ineas. Az Los
vértices no estan todos en una misma |linea. A; Cada par de lineas tiene un Unico vértice
en comin. As Ninguna linea tiene mas de dos vértices. 2.b Si

3

T;. Las pul gas existen.

1. Suponganobs que a es un perro (por Aj).

2. a tiene al nenos una pulga (por Ajz).

3. Por lo tanto, existe al nmenos una pulga. Q Q D

T,. Al gunas nascotas tienen pul gas.
1. Suponganos que b es el duefio de a (0o a es |la nmascota de b),
siendo a un perro (por Ay).

2. a tiene pulgas (por Ajg).

3. Por lo tanto, algunas mascotas tienen pulgas. Q Q D

T3. Los buenos duefios no tienen perros.

1. Suponganos que b es un buen duefio (por Ag).

2. b no tiene insectos (por As).

3. Todo perro tiene insectos (por Az y A).

4. b no tiene perros.

5. Por o tanto, |os buenos duefios no tienen perros. Q Q D.

4. Si tratanos de contar las ‘I’ que contiene cada teorenma nos darenps cuenta rapi danente
que nunca |l egarenps a 0. En otras pal abras, no inporta cuanto al arguenns o acortenos | as
pal abras, nunca podrenos elinm nar del todo las ‘I’. Llanmenos ‘cantidad-de-1’' al nunero de

‘1’ que hay en una palabra. Notenbs que cantidad-de-1 ser4 1 para el axioma M. Podenos
no sél o nostrar que cantidad-de-1 nunca sera 0, tanbi én podenos nostrar que canti dad-de-|
nunca serd miltiplo de 3. En primer lugar, notenbs que las reglas | y IV no alteran en
nada el valor de cantidad-de-I. Tenenbs que concentrarnos en las reglas Il y IIl. La
regla Il solo permte crear un miltiplo de 3 si la palabra de partida ya tenia una
cantidad-de-1 miltiplo de 3. Lo nmisno ocurre con la regla Il, que duplica el valor
cantidad-de-1. La razén es que si 2n es divisible por 3, entonces —ono 2 no es divisible
por 3- debe ser n divisible por 3. Pero ni la regla Il ni la regla Ill pueden crear un
miltiplo de 3 de |a nada. Lo que sabenbs, entonces, es que (1) cantidad-de-lI comienza en
1 (que no es miltiplo de 3), (2) dos de las reglas no afectan el valor de cantidad-de-I
y (3) las dos reglas restantes afectan el valor de cantidad-de-I pero s6lo crean un
miltiplo de 3 si ya habia inicialmente un miltiplo de 3. La conclusién es que cantidad-
de-1 nunca podra ser miltiplo de 3. En particular, 0 es un valor prohibido para canti dad-
de-1. Y, por lo tanto, MJ no es un teorema del sistema M U.
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